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Abstract :
The aim of this work is to investigate the fully nonlinear dynamics of mixed convection in porous media heated
non uniformly from below and through which an axial flow is maintained. Direct numerical results combined with
spatio-temporal linear stability analysis demonstrate that: 1) if the imposed inhomogeneous temperature profile
allows a base flow displaying a pocket of absolute instability bordered by two convective instability regions, the
nonlinear global mode is found to be a steep nonlinear global mode, with a sharp stationary front located at a
marginally absolutely unstable station; 2) in the case when the inhomogeneity is chosen such that it promotes suffi-
ciently extended absolute instability at the initial cross section of the medium, the scaling law of the establishment
of the stationary front of the nonlinear global modes is found to agree with some theoretical predictions. Quite
remarkably, it is found that in both configurations, the frequencies in the oscillating region are identical to the
local absolute frequencies determined by the linear criterion.
Résumé :
Cette communication concerne l’étude de la dynamique pleinement non linéaire de la convection mixte en mi-
lieu poreux chauffé d’une façon inhomogène par le bas et soumis à un écoulement horizontal. Des simulations
numériques directes du problème et une analyse spatio-temporelle de stabilité linéaire démontrent que : 1) si l’in-
homogénéité de la temperature induit un écoulement de base absolument instable dans une région bordée par deux
zones d’instabilités convectives, le mode global non linéaire est composé d’un front stationnaire raide localisé à
la frontière amont entre les domaines d’instabilité locale convective/absolue; 2) dans le cas où l’inhomogénéité
peut promouvoir une instabilité absolue suffisamment étendue à l’entrée du canal, la loi d’échelle associée à l’éta-
blissement du front amont que constitue le mode global s’avère en très bon accord avec certaines prédictions
théoriques. On trouve que pour les deux configurations, les fréquences d’oscillations du mode global coïncident
remarquablement avec les fréquences absolues locales determinées par le critère linéaire.
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1 Introduction
La structure pleinement non linØaire de la convection mixte en milieu poreux chauffØ d’une
façon inhomogŁne par le bas et soumis à un Øcoulement horizontal est ØtudiØe numØriquement
et analytiquement. Delache et al. (2007) montrent que lorsque le chauffage est homogŁne,
l’observation expØrimentale de rouleaux transversaux oscillatoires mobiles (RT) dans la direc-
tion de l’Øcoulement principal s’explique par la transition du systŁme à une instabilitØ absolue.
L’originalitØ du prØsent travail est d’identier les effets d’un chauffage inhomogŁne sur la sØlec-
tion de la frØquence globale des RT. Deux prols de tempØrature sont successivement consid-
ØrØs. Dans un premier cas (cas 1), l’inhomogØnØitØ de la tempØrature induit un Øcoulement
de base absolument instable dans une rØgion bordØe par deux zones d’instabilitØs convectives.
Alors que dans le second cas (cas 2), l’inhomogØnØitØ peut promouvoir une instabilitØ absolue
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à l’entrØe du canal. Les rØsultats numØriques du problŁme non linØaire combinØs avec ceux
issus d’une analyse spatio-temporelle de stabilitØ linØaire sont alors comparØs aux prØdictions
thØoriques, basØes sur des modŁles rØduits de type Landau-Ginzburg, obtenues par Pier et al.
(1998) dans le cas 1 et par Couairon et al. (1999) dans le cas 2.
2 formulation mathématique et instabilité linéaire
ConsidØrons une couche poreuse, saturØe par un uide, d’Øpaisseur H, s’Øtendant à l’inni dans
le plan horizontal et chauffØe par le bas d’une façon inhomogŁne. Le uide est soumis à un
Øcoulement forcØ dont le dØbit ltrant est non nul. Dans le cadre de l’approximation de Boussi-
nesq et de la loi de Darcy, ce systŁme physique est gouvernØ par les Øquations adimensionnØes:
∇.V = 0, (1)
∇2w −Ra∂2xT = 0, (2)
∂tT + V.∇T −∇
2T = 0, (3)
Les conditions aux limites pour des parois horizontales impermØables sont les suivantes :
T (z = 0) = 1− F (X = εx) , T (z = 1) = 0 et w(z = 0, 1) = 0, (4)
et le dØbit imposØ à l’entrØe du milieu est
∫
1
0
V.ex dz = Pe. (5)
Dans l’Øquation (4), l’Øchelle spatiale de variation de la tempØrature appliquØe sur le bord in-
fØrieur est supposØe trŁs grande devant H; le rapport des deux Øchelles est ε  1. Dans ces
Øquations, deux nombres sans dimension apparaissent, le nombre de Rayleigh de ltration Ra
qui mesure l’importance des effets thermoconvectifs et le nombre de PØclet Pe qui est propor-
tionnel au dØbit imposØ.
La solution de base du systŁme (1-5) se prØsente sous la forme d’un dØveloppement en ε :
TB = (1− z)(1− F ) + εPe(
z
3
−
z2
2
+
z3
6
)∂XF + o(ε), (6)
uB = Pe− εRa(
1
3
− z +
z2
2
)∂XF + o(ε)), (7)
wB = ε2Ra(
z
3
−
z2
2
+
z3
6
)∂2XF + o(ε
2). (8)
En linØarisant le systŁme (1-3) autour de de la solution (6-8), deux Øchelles d’espace vont
apparaître : l’une caractØrisØe par x liØe à la perturbation, et l’autre par X liØe à la variation
lente de la tempØrature appliquØe sur le bord infØrieur. L’analyse de stabilitØ linØaire peut Œtre
alors effectuØe dans le cadre de l’approximation WKBJ :
v(X, z, t) = (v0(X, z) + εv1(X, z) + O(ε
2)) exp(
i
ε
∫
k(X)dX − i(ω0 + εω1 + ...)t) + c.c. (9)
En rØsolvant le problŁme aux diffØrents ordres en ε, on obtient les rØsultats suivants :
À l’ordre ε0, la relation de dispersion s’Øcrit :
(k2 + pi2)(−iω0 + ikPe + k
2 + pi2)− k2RaF (X) = 0. (10)
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À l’ordre ε1 la condition de solvabilitØ mŁne à l’Øquation satisfaite par l’amplitude A0(X) de la
modulation de la perturbation :
∂kω0∂XA0 + (−iω1 + η(X; ω0))A0 = 0, (11)
oø η(X; ω0) dØpend des variations spatiales de l’Øtat de base, du vecteur d’onde k(X), de Ra
et de Pe.
La rØsolution de l’Øquation (11) montre que la solution A0(X) est partout valable sauf au voisi-
nage du point tournant oø la vitesse de groupe ∂kω0 s’annule. Sans restreindre la gØnØralitØ, et
dans le but de localiser ce point tournant en X = 0, nous supposons que la distribution de la
tempØrature T (z = 0) = 1− F (X) sur le bord infØrieur est telle que F (X = 0) = 0. Dans ce
cas deux congurations gØnØriques peuvent Œtre considØrØes :
i) si F ′(X = 0) = 0, alors ∂Xω0(X = 0) = 0. Dans ce cas le point tournant X = 0 est un point
tournant double. Cette conguration est identiØe par la suite comme celle d’un milieu inni.
On posera F (X) = th2(X)
ii) si F ′(X = 0) 6= 0, alors ∂Xω0 6= 0. Le point X = 0 est alors un point tournant simple et on
parlera d’une conguration d’un milieu semi-inni. On posera F (X) = th(X)
Dans les deux cas de gure, la frØquence complexe ω0 vØriant l’Øquation de dispersion (10) est
obtenue en imposant à la vitesse de groupe ∂kω0 d’Œtre nulle. L’instabilitØ est alors identiØe
comme localement absolue dŁs lors que la partie imaginaire de ω0 est strictement positive. La
partie rØelle de ω0, <(ω0(X)) reprØsente les oscillations locales et sont reprØsentØes respective-
ment sur la gure 1b pour un milieu inni et sur la gure 2b pour un milieu semi-inni.
Compte tenu de la motivation principale de cette communication, à savoir comparer ces
frØquences associØes à une instabilitØ linØaire localement absolument instable aux frØquences
globales obtenues par des simulations numØriques directes, nous n’allons pas nous intØresser
à la construction analytique du mode global linØaire en reconsidØrant, au voisinage du point
tournant X = 0, le dØveloppement asymptotique (9). Cette construction analytique, qui est
techniquement identique à celle menØe par Monkewitz et al. (1993), Ouarzazi et al. (1996) et
CarriŁre et al. (2001), est reportØe pour une publication ultØrieure.
3 Modes globaux non linéaires
La rØsolution numØrique des Øquations de la convection mixte bidimensionnelle dans une
couche poreuse repose sur une mØthode pseudo-spectrale de collocation, en utilisant des
polynômes de chebychev dans les deux directions x et z de l’espace. L’Øquation d’Ønergie
(3) est discrØtisØe dans le temps avec un schØma d’Euler retardØ d’ordre deux pour la dØrivØe
en temps et un schØma de Adams-Bashforth, dans lequel est effectuØe une extrapolation d’ordre
deux en temps du terme non linØaire. Le code utilisØ, dØjà validØ en mØthode de "projection-
diffusion" en conguration "fermØe" pour les Øquations de Stokes ( Batoul et al. (1994)), a ØtØ
adaptØ pour une conguration "ouverte". La rØsolution numØrique permet d’obtenir le champ to-
tal. La perturbation est dØterminØe à postØriori, en soustrayant du champ total, l’approximation
analytique de l’Øtat de base (6-8).
3.1 Modes globaux non linéaires en milieu infini
Dans le rØgime fortement non linØaire c-à-d pour des Øcarts importants du seuil global linØaire,
la simulation numØrique donne naissance à une structure oscillatoire synchronisØe. Cette struc-
ture, appelØe mode global non linØaire, est dØlimitØe par un front en amont qui se dØplace
contre l’Øcoulement principal. Ce front nit par s’arrŒter à la frontiŁre amont xca, sØparant la
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rØgion d’instabilitØ convective de la rØgion d’instabilitØ absolue. La gure 1(a) illustre, pour des
paramŁtres xØs, la structure spatiale du mode global formØ d’un front raide et qui correspond
au scØnario dØcrit par Pier et al. (1998). En plus, la frØquence d’oscillation de ce mode global
non linØaire, ωg, coïncide parfaitement avec la frØquence ωca0 = ω0(x = xca) dØterminØe par le
critŁre linØaire. Les gures 1(b,c,d) illustrent ce rØsultat.
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Figure 1: (a) la distribution spatiale de la vitesse verticale de perturbation w suivant x pour z = 0.5,
avec Pe = 6 et Ra = 50. (b) comparaison de la fréquence absolue locale <(ω0) et la fréquence globale
observée, pour Pe = 6 et Ra = 50. (c) et (d) comparaison de la fréquence absolue théorique ωca
0
et la
fréquence globale ωg, respectivement pour (Pe = 6, Ra variable) et (Pe variable, Ra = 65).
3.2 Modes globaux non linéaires en milieu semi-infini
Dans cette section, nous examinons les propriØtØs du mode global non linØaire dans une con-
guration oø une rØgion absolument instable est sufsament large à l’entrØe du milieu poreux.
Les simulations numØriques directes mettent en Øvidence des structures oscillatoires dØlimitØes
par un front amont stoppØ au cours de sa propagation par la condition au bord à l’entrØe. Pour
des paramŁtres choisis au delà du seuil global linØaire, la gure 2(a) illustre la structure spa-
tiale du mode global non linØaire qui s’Øtend jusqu’à dØpasser la position spatiale x = xcs oø
s’opŁre la transition instable convectif/stable. Cette gure montre Øgalement que le maximum
d’amplitude se situe dans la rØgion localement absolument instable à une distance xs de l’entrØe.
A ce propos, par application de mØthodes asymptotiques raccordØes sur des modŁles rØduits de
type Øquations de Ladau-Ginzburg, Couairon et al. (1999) ont proposØ une loi d’Øchelle reliant
la position spatiale xs à l’Øcart du seuil d’instabilitØ absolue : xs ≈ (Ra−RaA)−1/2. Ces mŒmes
auteurs montrent aussi qu’au voisinage du seuil, la frØquence globale ωg d’oscillations est telle
que ωg = <(ω0(X = 0)). Ces prØdictions thØoriques basØes sur des modŁles rØduits ont ØtØ
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comparØes aus rØsultats Ømanant de simulations numØriques de notre problŁme. Concernant la
selection de la frØquence globale, les gures 2(b,c,d) conrment excellement le critŁre thØorique
proposØ, y compris loin du seuil. Quant à la position xs du maximum de l’amplitude , les rØ-
sultats numØriques montrent que cette position suit la loi d’Øchelle : xs = 3.9pi(Ra−RaA)−1/2
(trait continu de la gure 3), conrmant la loi d’Øchelle proposØe par Couairon et al. (1999).
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Figure 2: (a) la distribution spatiale de la perturbation de température θ suivant x pour z = 0.5, avec
Pe = 5 et Ra = 52. (b) comparaison de la fréquence absolue locale <(ω0) et la fréquence globale
observée, pour Pe = 5 et Ra = 52. (c) et (d) comparaison de la fréquence absolue <(ω0) en x = 0 et la
fréquence globale ωg, respectivement pour (Pe = 5, Ra variable) et (Pe variable, Ra = 65).
4 Conclusions
Les oscillations auto-entretenues induites par la convection mixte en milieu poreux chauffØ par
le bas d’une façon inhomogŁne ont ØtØ ØtudiØes analytiquement et numØriquement dans deux
congurations distinctes. Dans le cas oø le chauffage inhomogŁne induit une zone d’instabilitØ
absolue bordØe par deux rØgions instables convectives, un mode global peut s’Øtablir avec un
front raide qui se forme à la frontiŁre amont de la zone d’instabilitØ absolue, frontiŁre qui
impose au reste de l’Øcoulement sa propre frØquence. Dans un second cas oø l’inhomogØnØitØ
peut promouvoir une zone d’instabilitØ absolue à l’entrØe du milieu, les rØsultats numØriques
montrent que les oscillations du mode global sont dictØes par la frØquence absolue à l’entrØe et
que la longueur d’Øtablissement du maximum de l’amplitude obØit à une loi d’Øchelle que nous
avons identiØe. Il est tout à fait remarquable que dans le domaine pleinement non linØaire, des
lois d’Øchelles associØes à l’Øtablissement du mode global soient en excellent accord avec des
prØdictions thØoriques issues d’ Øquations modŁles.
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Figure 3: Comparaison de la position du maxi-
mum de l’amplitude obtenue par la simulation
numérique directe ( points) avec la loi d’échelle
xs = 3.9pi(Ra − Ra
A)−1/2 (trait continu),
pour Pe = 5.
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